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专题二 不等式

考点解读

1.不等式的性质

（1）实数的大小比较与实数运算性质之间的关系

0a b a b    ； 0a b a b    ； 0a b a b   
（2）不等式的基本性质

性质 1.（传递性）如果 ,a b b c  ，那么 a c

性质 2.（加法性质）如果 a b ，那么 a c b c  

性质 3.（乘法性质）如果 a b ， 0c  ，那么 ac bc ；如果 a b ， 0,c  那么 ac bc

（3）从不等式的基本性质出发，还可以得到哪些有用的推论？

推论 1. ,a b c d a c b d    如果 那么 ； 推论 2. ,a b c d a c b d    如果 那么

推论 3. 0, 0a b c d ac bd    如果 那么 ； 推论 4.
1 10,a b
a b

  如果 那么

推论 5. 0, 0 a ba b d c
c d

    如果 那么 ； 推论 6. *0, ( )n na b a b n N   如果 那么

推论 7.
1 1

0, n na b a b  如果 那么 *( , 1)n N n 

（4）如何比较不等式的大小？

①作差法 ②作商法
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2. 解不等式

（1）一元一次不等式的解集的讨论：

2.不等式的性质

（1）不等式 ax b 的解集：

当 0a  时，解集为{ | }bx x
a

 ；当 0a  时，解集为{ | }bx x
a

 ；

当 0a  且 0b  时，解集为 R；当 0a  且 0b  时，解集为 .
（2）一元二次不等式的解集的讨论：

一元二次不等式解集如表所示：（当方程方程
2+ 0ax bx c  的两个不相等的实根时，不妨设为 1 2,x x ，

且 1 2x x ）

判别式 2 4b ac   0  0  0 

2y ax bx c  

 0a  的图像

2 0ax bx c  

 0a  的根

有两相异实根

1 2,x x  1 2x x

有两相等实根

1 2 2
bx x
a

  
没有实根

2 0ax bx c  

 0a  的解集

 1 2x x x x x 或
2
bx x
a

 
  

 
R

2 0ax bx c    1 2x x x x   

【总结】

不等式证明的常用方法：

（1）作差：作差后通过分解因式、配方等手段判断差的符号得出结果；

（2）作商（常用于分数指数幂的代数式）；

（3）分析法；

（4）平方法；

（5）分子（或分母）有理化；

（6）利用函数的单调性；

（7）寻找中间量或放缩法 ；

（8）图象法.
其中比较法（作差、作商）是最基本的方法.
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 0a  的解集

（3）分式不等式的解法

同解变形法（分式不等式整式不等式一次、二次不等式）

①
 
 

 
          0 0 0 0

f x f x
f x g x f x g x

g x g x
   （或 ）与 · 或 · 同解；

②
 
 

 
 

0 0
f x f x
g x g x

 
  
 

≥ 或 ≤ 与不等式组
   
 

   
 

0 0

0 0

f x g x f x g x

g x g x

          

· ≥ · ≤
或 同解.

【总结】

1、一元二次方程、一元二次不等式、二次函数间的联系：

一元二次方程
2 0ax bx c   的两个根即为一元二次不等式

2 0ax bx c   的解集

的端点值，也是二次函数
2y ax bx c   的图象与 x轴的交点的横坐标.

2、解一元二次不等式的步骤：

（1）化标准：将不等式化成标准形式（右边为 0、最高次的系数为正）；

（2）考虑判别式：计算判别式的值，若值为正，则求出相应方程的两根；

（3）下结论：注意结果要写成集合或者区间的形式 .

记忆口诀： 大于取两边，小于取中间（前提 0a  ）.

【拓展】一元二次方程根的分布理论：

1、方程
2( ) 0f x ax bx c    在R上有实数解，首先要讨论最高次项系数 a是

否为 0，其次，若 0a ，则一定有 042  acb ．

2 、 方 程
2( ) 0( 0)f x ax bx c a     在 ),( k 上 有 两 根 充 要 条 件 是

0
( ) 0

2

f k
b k
a


 
 

 


；在 ( , )m n 上有两根的充要条件是

0
( ) 0
( ) 0

2

f m
f n

bm n
a

 
 




   


；在 ),( k 和

),( k 上各有一根的充要条件分别是： ( ) 0f k  .

若在闭区间 ],[ nm 讨论方程 0)( xf 有实数解的情况，可先利用在开区间 ),( nm

上实根分布的情况，得出结果，再令 nx  和 mx  检查端点的情况．当然也可

以利用参变分离结合函数图像来做.
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（4）一元高次不等式的解法——标根法

其步骤是：（1）分解成若干个一次因式的积，并使每一个因式中最高次项的系数为正；（2）将每一

个一次因式的根标在数轴上，从最大根的右上方依次通过每一点画曲线；并注意奇穿过偶弹回；（3）
根据曲线显现  f x 的符号变化规律，写出不等式的解集.

若 naaaa  321 ，则不等式 0)())(( 21  naxaxax  或 0)())(( 21  naxaxax  的解法如下

图（即“数轴标根法”）：

（5）绝对值不等式的解法

方法一：应用分类讨论思想去绝对值（最后结果应取各段的并集）；

方法二：应用数形结合思想；

方法三：应用化归思想等价转化.
①最简单的绝对值不等式的同解变形

,x a a x a     ； ,ax b c c ax b c       ；

x a x a    或 ,x a ； cbaxcbax  或 ,ax b c  .

②关于绝对值不等式的常见类型有下列的同解变形

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x g x     ；

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x    或 ( ) ( )f x g x ；

2 2( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x   .

【提醒】

标根法主要用于简单的一元高次不等式题型，因为上海高考不作要求，可以简单的了解.
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（5）含参不等式的解法

求解的通法是“定义域为前提，函数增减性为基础，分类讨论是关键．”

3.常用的基本不等式

（1）如果 ,a b R ，那么
2 2 2a b ab  （当且仅当 a=b时等号成立）；

【拓展】不等式的恒成立,能成立,恰成立等问题：

（1）恒成立问题

若不等式   Axf  在区间D上恒成立,则等价于在区间D上  minf x A ；

若不等式   Bxf  在区间D上恒成立,则等价于在区间D上  maxf x B .

补充：不等式恒成立问题的常规处理方式：常应用函数方程思想和“分离变量法”

转化为最值问题，也可抓住所给不等式的结构特征，利用数形结合法.

（2）能成立问题

若在区间 D 上存在实数 x使不等式   Axf  成立,则等价于在区间 D 上

 maxf x A ；

若在区间 D 上存在实数 x使不等式   Bxf  成立,则等价于在区间 D 上

 minf x B .

（3）恰成立问题

若不等式   Axf  在区间D上恰成立, 则等价于不等式   Axf  的解集为D；

若不等式   Bxf  在区间D上恰成立, 则等价于不等式   Bxf  的解集为D .

【注意】

1、解完之后要写上：“综上，原不等式的解集是…” ；

2、按参数讨论，最后应按参数取值分别说明其解集；但若按未知数讨论，最后应

求并集；

3、解含有参数的不等式要注意对字母参数的讨论，如果遇到下述情况则一般需要

讨论：

①不等式两端乘除一个含参数的式子时，则需讨论这个式子的正、负、零性；

②在求解过程中，需要使用指数函数、对数函数的单调性时，则需对它们的底数

进行讨论；

③在解含有字母的一元二次不等式时，需要考虑相应的二次函数的开口方向，对

应的一元二次方程根的状况（有时要分析），比较两个根的大小,设根为 1 2,x x（或

更多）但含参数，要分 1 2x x 、 1 2x x 、 1 2x x 讨论.



华师导航教育

6

（2）如果 ,a b R ，那么
2
ba 
≥ ab （当且仅当 a=b时等号成立）.

4.不等式的证明

（1）比较法

①作差比较法

A.理论依据

0a b a b   
0a b a b   
0a b a b   

B.证明步骤：

I:作差：对要比较大小的两个数（或式）作差；

II：变形：对差进行因式分解或配方成几个数（或式）的完全平方和；

III：判断：结合变形的结果及题设条件判断差的符号.

②作商比较法

A.理论依据

当 a b R， 时, 1, 1, 1a a aa b a b a b
b b b

         .

B.证明步骤：I:判断（判断能否作商）；II：作商；III：变形；IV: 下结论.
（2）综合法

证题时，从已知条件入手，经过逐步的逻辑推导，运用已知的定义、定理、公式等，最终达到要

【提醒】

基本不等式可以用来求最值，但要注意条件的满足：一正、二定、三相等；

如：若变数 , 0a b  ，则若 ab p （常数），则当且仅当 a b 时，a b 有最小值 2 p ；

若 a b s  （常数），当且仅当 a b 时， ab有最大值
2

4
s

.

【拓展】

常用不等式有：

（1）当 a b、 为正数时,
2 2

2 2
a b a b 

≥
2

1 1ab

a b


≥ ≥ （当且仅当 a b 时

取“”号），即平方平均数≥算术平均数≥几何平均数≥调和平均数；

（2）糖水不等式：若 0, 0a b m   ，则
b b m
a a m





（糖水的浓度问题）；

（3）绝对值不等式： a b a b a b    

【注意】

若两个正数作差比较有困难，可以通过它们的平方差来比较大小.
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证结论，这是一种常用的方法（由因导果）.
（3）分析法

从要证明的结论出发，一步一步地推导，最后达到命题的已知条件（可明显成立的不等式、已知

不等式等），其每一步的推导过程都必须可逆（执果索因）.

2.1 不等式的基本性质

例题精讲

例 1.（1）设 x、 y是不全为零的实数，试比较
222 yx  与 xyx 2

的大小；

（2）设 cba ,, 为正数，且 1222  cba ，求证： 3)(2111 333

222 



abc

cba
cba

.

【注意】

（1）在具体处理问题时，常常是先用分析法分析，再用综合法证明，两种方法结合使用；

（2）如果采用分析法证明时，要注意书写的要求.

分析法可以叙述为：

欲证结论Q，需先证得 1P，

欲要证得 1P，需先证得 2P ，

欲要证得 2P ，需先证得 3P ，

……………………………，

欲要证得 1nP  ，需先证得 nP .

当 nP 成立时，若以上步步可逆，则结论Q成立.



华师导航教育

8

例 2.已知 4 1, 1 4 5a c a c         ,试求9a c 的取值范围．

过关演练

1. 若 cba  ，则一定成立的不等式是（ ）

.A cbca  .B acab  .C cbca  .D
cba
111



2. 已知： , , 0a b e f c   ，求证： bceacf  ＜ ．

3. 已知 1 1a   ，比较1 a 和
1

1 a
的大小．

4. 对于实数 cba ,, ，给出下列命题：

①
22, bcacba  则若 ； ② babcac  则若 ,22

；

③
22,0 bababa  则若 ； ④

ba
ba 11,0  则若 ；

⑤
b
a

a
bba  则若 ,0 ； ⑥ baba  则若 ,0 ；

⑦
bc

b
ac

abac





 则若 ,0 ；

其中正确的命题是 .

5. 已知 1 1x y    ，1 3x y   ，则3x y 的取值范围是 .

6. 若 1 1     ，则下面各式中成立的是（ ）

.A 2 0     .B 2 1     

.C 1 0     .D 1 1    

7. 设 a和b都是非零实数，求不等式 ba  和
ba
11

 同时成立的充要条件．
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8. 下列几个不等式中

（1）
2

2
a b a
a b b





（2）

2 2

2 2

1
1

b b
a a





（3）
1 1a b
a b

   （4） a ba a

其中恒成立的不等式个数是（ ）

.A 0 .B 1 .C 2 .D 3
9. 若 a < b <0，则下列结论中正确的是 （ ）

.A 不等式
||

1
||

111
baba

 和 均不成立

.B 不等式
||

1
||

111
baaba




和 均不成立

.C 不等式
22 )1()1(11

a
b

b
a

aba



和 均不成立

.D 不等式
22 )1()1(

||
1

||
1

a
b

b
a

ba
 和 均不成立

10. 若二次函数 )(xf 的图像关于 y轴对称，且 2)1(1  f ， 4)2(3  f ，求 )3(f 的范围．

11. 已知 cba  ，且 ,0 cba 求
a
c
的取值范围．
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2.2 一元二次不等式的解法

例题精讲

例 1. 解关于 x的不等式
2 ( 2) 2 0mx m x    ,并写出解集

例2. 有一批影碟机(DVD)原售价为800元,在甲,乙两家商场均有销售,甲商场用如下方法促销,买一台单

价为国为 780元,买两台单价为 760元,依此类推,每多买一台,则所买各台单价均减少 20元,但每台最低不

能低于 440元,乙商场一律都按原价 75%销售,某单位需购买一批此类影碟机,应去哪家商场购买?

过关演练

1. 若不等式 02 2  abxx 的解集为 }51|{  xx ，则 a为 .

2. 求下列不等式的解集：

⑴解不等式
22 3 5 0x x    ；⑵解不等式

24 4 1 0x x   ；⑶解不等式
2 2 3 0x x    .

3.已知关于 x的不等式 ( 1)( 1) 0ax x   的解集是  1, 1,
a

     
 

，求实数 a的取值范围.
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4. 解关于 x的不等式 0)( 322  axaax ．

5. 关于 x的不等式
2 0ax bx c   的解集为 ( 1, 2) ，则不等式

2 0cx bx a   的解集为 .

6. 已知关于 x的不等式组
21 2 2kx x k    有唯一实数解，则实数 k的取值集合是 .

7. 对于任意实数 x，不等式
2 2 ( 2) 0ax ax a    恒成立，则实数 a的取值范围是（ ）

.A 1 0a   .B 1 0a  

.C 1 0a   .D 1 0a  

8. a为实数，关于 x的二次方程
27 ( 13) 2 2 0x a x a     有两个实数根分别介于 0与 1之间以及 1

与 2之间，求 a的取值范围．

9. 解不等式:    2 2 0x ax   ．

10. 如果集合
2{ | 1 0}A x ax ax     ，则实数 a的取值范围是 .

11. 1 1 1 2 2 2, , , , ,a b c a b c 均为非零实数，不等式
2

1 1 1 0a x b x c   和
2

2 2 2 0a x b x c   的解集分别为集

合M和 N，那么“ 1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

  ”是“M N ”的（ ）

.A 充分非必要条件 .B 必要非充分条件

.C 充要条件 .D 既非充分又非必要条件
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12. 函数   2( 2) 2( 2) 4f x a x a x     ，若  1,3x 时，   7f x mx  恰成立，求 ,a m的值．

13. 关于 x的方程 2 ( 1) 1 0x m x    在区间  0,2 上有实根，求实数m的取值范围．

14. 若不等式 )1(12 2  xmx 对满足 2m 的所有m都成立，求 x的取值范围．

15. 某公园举办雕塑展览吸引着四方宾客，旅游人数 x 与人均消费 t （元）的关系如下：

12 1600 (10 50, )
6 1300 (50 200, )
t t t

x
t t t

    
     

N
N

,

（1）若游客客源充足，那么当天接待游客多少人时，公园的旅游收入最多？

（2）若公园每天运营成本为 5万元（不含工作人员的工资），还要上缴占旅游收入 20%的税收，其余

自负盈亏．目前公园的工作人员维持在 40人．要使工作人员平均每人每天的工资不低于 100元，并维

持每天正常运营（不负债），每天的游客人数应控制在怎样的合理范围内？（注：旅游收入=旅游人数

×人均消费）
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2.3 其他不等式的解法

例题精讲

例 1. k为何值时，下式恒成立： 1
364

22
2

2





xx
kkxx

例 2. 解不等式
2 1 0.1

2 2
x
x


 

例 3. 若不等式  1 1m x x    的解集为全集，求实数m的求值范围．

过关演练

1. 若 x R ，则   1 1 0x x   的解集是（ ）

.A  0 1x x  .B { 0x x  且 1}x   .C  1 1x x   .D { 1x x  且 1}x  

2. 不等式
2 6 0

1
x x
x
 


＞ 的解集为 （ ）

.A  2 3x x x  或 .B  2 3x x x   或1

.C  2 1 3x x x   或 .D  2 1 3x x x    或1
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3. 求下列不等式的解集：

⑴解不等式 4 3 2 1x x   ； ⑵解不等式
2 2
x x

x x


 
；

⑶解不等式 4 | 2 3 | 7x   ； ⑷解不等式 1 2 3x x   ；

⑸解不等式 1 2 5x x    ．

4. 若不等式 | 3 2 | | 2 |x x a   对 x R 恒成立，求实数 a的取值范围．

5. 解关于 x的不等式：
24 2mx m x   ．

6. 不等式 242  xx 的解集为 .

7. 已知关于 x的不等式 2 3x x m    的解集为非空集合，则实数m的取值范围是（ ）

.A 1m  .B 1m  .C 1m  .D 1m 

8. 若不等式
1 0

2
x m
x m
 




成立的一个充分非必要条件是
1 1
3 2

x  ，则实数m的取值范围是（ ）

.A 1 4, ,
4 3

         
 .B 1 4,

4 3
 
  

.C 1 3,
6 2
 
  

.D 以上结论都不对

9. 已知关于 x的不等式 21




ax

x
的解集为 P，若 P1 ，则实数 a的取值范围为（ ）

.A ),0[]1,(   .B ]0,1[ .C ),0()1,(   .D ]0,1(
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10. 设全集U R ，解关于 x的不等式： 1 1 0x a     x R .

11. 解不等式
2( 1)( 2) 0x x   ．

12. 设关于 x的不等式 4|4| 2  xmxx 的解集为 A，且 AA  2,0 ，则实数 m的取值范围

是 .

13. 不等式组















|
2
2|

3
3

0

x
x

x
x

x
的解集是（ ）

.A { | 0 2}x x  .B { | 0 2.5}x x 

.C { | 0 6}x x  .D { | 0 3}x x 

14. 对任何实数 x，若不等式 1 2x x k    恒成立，则实数 k的取值范围为（ ）

.A 3k  .B 3k   .C 3k  .D 3k  

15. 解不等式
22 6 4 2x x x    .

16. 解关于 x的不等式
( 1) 1( 1)

2
a x a
x


 


.

17. 已知关于 x的不等式 05
2 


ax

ax
的解集为M ．

(1) 当 1a 时，求集合M ；

(2) 当 MM  53 且 时,求实数 a的范围．
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2.4 基本不等式及其应用

例题精讲

例 1.已知
5
4

x  ，求
54

1



x

x 的最大值.

例 2.求
2 7 10 ( 1)

1
x xy x

x
 

  


的最小值.

例 3. 某村计划建造一个室内面积为
2800m 的矩形蔬菜温室，在温室内，沿左右两侧与后侧内墙各保

留1m宽的通道，沿前侧内墙保留3m宽的空地，当矩形室的变长各为多少时，蔬菜的种植面积最大，

最大种植面积时多少？

过关演练

1. 已知 3x ，则
62

11



x

x 的最小值是 .

2. 已知 , , 9a b R ab  ，则 a b 的最小值是 .
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3. 下列不等式一定成立的是 （ ）

.A xyyx 2 .B 21


x
x

.C xyyx 222  .D
xyxy

yx 1
2




4. 已知 , , ,a b c R 求证
2 2 2a b c ab bc ca     .

5. 为了提高产品的年产量，某企业拟在 2017年进行技术改革．经调查测算，产品当年的产量 x万件与

投入技术改革费用m万元(m ≥0)满足 3
1

kx
m

 


(k为常数)．如果不搞技术改革，则该产品当年的

产量只能是 1万件．已知 2017年生产该产品的固定投入为 8万元，每生产 1万件该产品需要再投入 16

万元．由于市场行情较好，厂家生产的产品均能销售出去．厂家将每件产品的销售价格定为每件产品

生产成本的 1.5倍(生产成本包括固定投入和再投入两部分资金)．

(1)将 2017年该产品的利润 y万元(利润＝销售金额－生产成本－技术改革费用)表示为技术改革费

用 m万元的函数；

(2)该企业 2017年的技术改革费用投入多少万元时，厂家的利润最大？

6. 已知 0, 0x y  ，且
1 9 1
x y
  ，则 x y 的最小值为 .

7. 已知 0, 0a b  ，以下三个结论：①
2

2
ab a b

a b





，②

2 2

2 2
a b a b 

 ，

③

2 2b a a b
a b
   ，其中正确的个数是( )

.A 0 .B 1 .C 2 .D
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8. 已知 ba, 为正实数， 302  aabb ，求函数
ab

y 1
 的最小值.

9. 已知关于 x的不等式
22 7x
x a

 


在  ,x a  上恒成立，求实数 a的最小值.

10. 某单位用木料制作如图所示的框架，框架的下部是边长分别为 x、 y（单位：m）的矩形，上部是

等腰直角三角形，要求框架围成的总面积为 8 m 2
，问 x、y分别为多少时用料最省？（精确到 0.001m）

x 

y

11. 已知 1,0  yx ，且 2)1( yx ， 则 yx 2 的最小值为 .

12.
xz
yzyxRzyx
2

,032*,,,  的最小值为 .

13. 1,0,  yxyx ，且 ayx  恒成立, 则a的最小值为（ ）

A .
2
2 B . 22 C .2 D . 2

14. 已知 a、b、  0,c  且 1a b c   ，求证：
1 1 11 1 1 8
a b c

         
   

．

15. 三个同学对问题“关于 x的不等式
2 3 225 5x x x   ax 在[1，12]上恒成立，求实数 a的取值范

围”提出各自的解题思路．

甲说：“只须不等式左边的最小值不小于右边的最大值”．
乙说：“把不等式变形为左边含变量 x的函数，右边仅含常数，求函数的最值”．
丙说：“把不等式两边看成关于 x的函数，作出函数图像”．

参考上述解题思路，你认为他们所讨论的问题的正确结论，求出 a的取值范围.



华师导航教育

19

2.5 不等式的证明

例题精讲

例 1.设 , ,a b R 求证：
2 2 1a b ab a b     ．

例 2.已知 0, 0a b  ，求证：

1 1
1 12 22 2
2 2a b a b

b a
   

     
   

．

过关演练

1. 求证：（1）    22 1x x x   ；

（2）设 0 ba ，求证：
abba baba  .

2. 已知 0 cba ，求证： 0ab bc ca   .

3. 求证： 3 7 2 5  .

4. 已知 , ,a b m都是正数，并且a b ，求证：
a m a
b m b





.

5. 设 , , , ,a b x y R 且
2 2 2 21, 1,a b x y    试证： | | 1ax by  .

6. 实数 , ,x y z满足 1xy yz zx    ,求证：
2 2 25 8 4x y z   .
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7. 已知正数 a、b、 c满足 2a b c  ，求证： 2 2c c ab a c c ab      .

8. 设 a＞0，b＞0，求证：

1 1
1 12 2 2
2 2a b a b

b a

   
     

   
.

9. 已知 a、b、 c为正实数， 1a b c   .

求证：(1) 2 2 2 1
3

a b c   ；

(2) 232323  cba ≤6.

10. 若 , 0x y  ,且 2x y  ，求证：
1 y
x


和
1 x
y


中至少有一个小于 2.

11. 证明不等式 n
n

21
3
1

2
11    n N  .


